
张量分析· 连续介质力学的数学语言

第1章张量分析的物理与几何基础

从连续介质假设到柯西应力张量

徐翱景泽编著



本章核心问题与学习目标

本章核心问题

通过连续体内部一点可以作出无穷多个不同方向的

截面，每个截面上都有不同的面力矢量。

为什么只需要有限个分量，就能描述这一点的完整

局部受力状态？

学完本章后，你应能够

• 给出连续介质的尺度分离条件，解释局部平均的含义

• 根据截面法向识别面力矢量 t(n)

• 用量级分析解释柯西引理和四面体推导中体积项为何消失

• 按照约定解释任意应力分量σij

• 根据给定的σ 和 n 计算面力、法向应力和剪应力

• 说明应力张量为什么是线性映射，而非九个互不相关的数

本书统一约定：输出—输入规则

矢量分量写成列向量，统一采用： yi= Aijxj

第一指标 i表示输出分量，第二指标 j 表示输入方向。

对应力张量： ti(n) = σijn j（第二下标 j 对应截面法向，第一下标 i对应面力方向）
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教学重点与难点

教学重点

• 连续介质假设的尺度分离条件与物理含义

• 面力矢量的定义及其对截面法向的依赖

• 柯西引理：相反法向上面力的作用反作用关系

• 柯西四面体推导：从平衡方程到应力张量

• 应力分量的双下标约定：先截面后方向

• 柯西应力公式：t(n) = σ n 的物理意义

• 应力张量的线性映射本质

• 面力的法向与切向分解

教学难点

• 理解量级分析在极限推导中的作用

• 区分物理实体与坐标分量（张量 vs 矩阵）

• 应力分量双下标的读法与几何对应

• 从"九个数字"到"线性映射"的认知跃迁

• 柯西四面体中投影面积与方向余弦的关系

• 应力对称性的来源（角动量平衡）

• 建立数学表达—物理图像—工程应用的关联
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本章知识结构

核心问题：无穷截面→ 有限分量？

1. 场与连续介质 2. 柯西面力矢量 3. 柯西应力定理 4. 应力张量

标量场 / 矢量场

坐标分解与投影

尺度分离条件

连续介质假设

截面法与面力定义

体积力 vs 表面力

量级分析

单向拉伸例题

柯西引理（薄柱体）

四面体推导

投影面积关系

体积项消失

九个分量

双下标约定

线性映射

法向/切向分解

核心结论：应力张量是从截面法向量

到面力矢量的线性映射
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工程导入：为什么需要张量？

工程场景：机翼根部的受力分析

飞机机翼根部承受复杂的气动载荷、惯性载荷和结构载荷

。

工程师需要回答：

机翼内部任意一点、任意方向的截面上，受力是多少？

面临的困难

通过一点可以作无穷多个不同方向的截面。

每个截面上的面力大小和方向都不同。

难道需要存储无穷多个面力矢量？

柯西应力定理给出了答案：只需 9 个分量（应力张量），

就能确定任意方向截面上的面力矢量

课堂思考：如果你是工程师，你会用什么方法来描述一点的完整受力状态？

是测量每个方向的面力，还是寻找更简洁的数学表示？
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1.1 物理量与场

标量场与矢量场

标量场（Scalar Field）

标量在给定点只需一个实数及其量纲即可确定，不具有

空间方向。

φ = φ(x, t) = φ(x₁, x₂, x₃, t)

典型实例：

• 航天器热防护系统温度场 T(x,t)

• 风洞中的压力场 p(x,t)

• 密度场ρ(x,t)

矢量场（Vector Field）

矢量同时具有大小和方向，并服从矢量加法规则。空间

中每一点都对应一个矢量。

v = v(x, t)

典型实例：

• 流体速度场 v(x,t)

• 固体位移场 u(x,t)

• 单位质量体积力场 b(x,t)
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课堂互动

预测：坐标系旋转后，什么会改变？

问题：已知地面坐标系中某速度矢量 v = (20, 15) m/s。

现将坐标系逆时针旋转 30°，得到新的机体坐标系。

请判断：旋转后，新分量 v₁' 和 v₂' 以及模长‖v‖ 会如何变化？

请思考

判断 1：

v₁' 大于还是小于 20 m/s？

判断 2：

v₂' 为正还是负？

判断 3：

哪个量在变换后必须保持不变？
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小结：标量与矢量够了吗？

标量

• 一个数 + 量纲

• 无方向

• 描述：密度、温度、压力

矢量

• 三个分量 + 量纲

• 有大小和方向

• 描述：速度、位移、力

张量？

• 九个分量？

• 描述什么？

• 为什么需要？

连续体内部一点的完整受力状态还缺少什么？

标量与矢量能够描述许多工程物理量，但连续体内部一点的完整受力状态还包含"截面朝向"这一额外方向信息。

下一节将从连续介质假设和截面法出发，定义这种新的局部受力量。
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1.2 连续介质与柯西面力

连续介质假设与面力矢量

从微观离散到宏观连续—建立局部受力的数学描述



1.2 连续介质与柯西面力

连续介质假设的尺度分离条件

核心必学：连续介质的尺度分离

固体和流体在微观上由离散粒子组成。连续介质假设不要求物质在任意尺度下均为连续分布；

它要求在所研究的工程尺度上能够选取局部平均尺度ℓ，并满足：

ℓmicro ℓ ℓ ℓ L

ℓmicro

分子平均间距、晶粒尺寸等微观尺度

ℓ

局部平均尺度（连续介质定义尺度）

L

结构或流场的宏观特征尺度
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1.2 连续介质与柯西面力

局部平均密度与尺度分离
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1.2 连续介质与柯西面力

概念辨析：RVE 不是数学极限点

代表性体积元（Representative Volume Element, RVE ）强调的是尺度分离与统计代表性，

而不是把ΔV 严格地趋向某个固定的"最小体积"。

均匀流体

局部平均体积只需包含足够多的分子。

由于分子运动的统计规律性，只要样本量足够大，平均值

就稳定。

非均匀复合材料 / 多晶材料

RVE 还必须包含足够多的微观结构，使所得平均性质能够

代表宏观材料。

若微观尺度与工程特征尺度相当，连续介质模型可能失效

。
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1.2 连续介质与柯西面力

柯西截面法与面力矢量

在连续体内部取一点 P，通过 P 作一个假想截面。这里讨论的是定向截面：

单位法向量 n 不只是几何平面的法线，还规定截面的定向，并取为所选物质部分在该截面上的外法向。

面力矢量的定义

在法向为 n 的截面上，围绕 P 取一小面积ΔS，设其上合力为ΔF。

t(n)(x,t) = lim (ΔF / ΔS) （ΔS → 0）

量纲：力除以面积，单位为帕斯卡（Pa）1 Pa = 1 N/m²
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1.2 连续介质与柯西面力

面力矢量的局部极限定义
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1.2 连续介质与柯西面力

体积力与表面力的量级分析

体积力（Body Force ）

作用于连续体内部每一质量微元，常用单位质量体积力 b 

表示。

体积ΔV 上的体积力：ρ b ΔV

典型实例：重力

表面力（Surface Force）

作用于真实边界或内部假想截面。

面积ΔS 上的表面力：t(n) ΔS

典型实例：接触力、压力

关键量级分析

若几何相似微元的特征尺寸为 h，则：

• 面积项（表面力）为O(h²)

• 体积力和惯性项为O(h³)

这一量级差异将在柯西四面体推导中使体积项在除以面积后趋于零。
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15



课堂互动

判断：面力方向是否必须沿截面法向？

问题：一根直杆受轴向拉力。过杆内一点作一斜截面，

该截面上的面力方向是否一定沿截面的法向？

请先思考，再翻页查看答案和详细推导。

提示：从平衡角度思考

斜截面上的合力仍然沿杆轴方向（平衡要求），但截面的法向是倾斜的。

因此，面力方向与截面法向之间存在夹角。
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工程例题 1-2

单向拉伸状态中斜截面上的面力

模型假设：等截面直杆，远离加载端，均匀单轴应力状态，拉应力为正。

轴向应力：σ₀ = F₀ / A₀ > 0

已知条件

• 轴向拉力：F₀ e₁

• 横截面积：A₀

• 斜截面法向：n = cosθ e₁ + sinθ e₂

• |θ| < 90°

计算前先判断

• θ = 0 时，剪应力是多少？

• |θ| = 45°时，剪应力是否最大？

• 面力方向是否沿斜截面法向？
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工程例题 1-2

斜截面应力计算与结果

斜截面面积：A₀ = Aθcosθ→ Aθ= A₀ / cosθ

面力矢量与应力分解

面力矢量

t(n) = (F₀ / Aθ) e₁

= σ₀ cosθe₁

方向：沿杆轴方向

大小：σ₀ cosθ

法向应力

σn = t(n) · n

= σ₀ cos²θ

θ = 0 时：σn = σ₀

θ = 90°时：σn = 0

剪应力大小

τn = σ₀ |sinθcosθ|

θ = 0 时：τn = 0

|θ| = 45°时：τn 最大

最大值：σ₀ / 2

重要结论：单向拉伸状态在斜截面上一般同时产生法向应力和剪应力
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1.3 柯西应力定理

从面力矢量到应力张量

为什么只需要九个分量，就能描述无穷多个截面的受力？



1.3 柯西应力定理

核心问题：无穷截面 vs 有限分量

通过连续体内部一点可以作出无穷多个不同方向的截面，每个截面上都有不同的面力矢量。

这是否意味着描述一点的局部受力状态需要无穷多个信息？

直觉回答

每个截面都有独立的面力矢量，

所以需要无穷多个数才能描述一点的受力状态。

这显然不便于计算和分析。

柯西的回答

只需要九个分量（应力张量），

就能完全确定任意截面上的面力矢量。

这就是柯西应力定理的核心结论。
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1.3 柯西应力定理

柯西应力定理的核心命题

若连续介质在某点处于局部平衡，则该点的面力矢量 t(n) 与截面法向 n 之间

存在线性关系：只需要知道三个坐标面上的面力矢量，就可以确定任意截面上的面力。

数学表达

t(n) = n₁ t(e₁) + n₂ t(e₂) + n₃ t(e₃)

物理意义：应力状态是一个线性映射——输入截面法向，输出面力矢量

第1章张量分析的物理与几何基础
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1.3 柯西应力定理

推导主线：四步得到柯西公式

第一步

柯西引理

第二步

四面体构造

第三步

动量平衡

结论

线性映射

每一步的关键思想

• 柯西引理：通过薄柱体的平衡，证明 t(-n) = -t(n)，即相反截面的面力大小相等、方向相反

• 四面体构造：构造一个斜面和三个坐标面组成的四面体，建立斜面面力与坐标面面力的关系

• 动量平衡：对四面体应用牛顿第二定律，利用量级分析说明体积项在极限下消失

• 结论：斜面面力等于三个坐标面面力的线性组合，系数就是法向分量

第1章张量分析的物理与几何基础
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1.3 柯西应力定理

柯西引理：薄柱体构造

取一个薄柱体，上下底面分别具有相反的外法向 n 和 -n，侧面为柱面。

对这个薄柱体应用线动量平衡原理。

线动量平衡方程

t(n) ΔS + t(-n) ΔS + 侧面力 + ρ b ΔV = ρ a ΔV

量级分析（双尺度极限）

令柱体高度h → 0，保持底面积ΔS 不变：

• 底面面积项：O(ΔS) • 侧面力：O(h ×周长) → 0 • 体积项：O(h ΔS) → 0

第1章张量分析的物理与几何基础
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1.3 柯西应力定理

薄柱体尺度分析与柯西引理
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1.3 柯西应力定理

量级分析：为什么体积项消失

柯西引理和四面体推导中，体积项（体积力和惯性力）在极限下都会消失。

这不是因为体积力不重要，而是因为它们与面积项的量级不同。

几何相似微元的尺度律

特征长度 h

所有几何相似的微元，

如果特征长度为 h，则：

• 线度量：O(h)

• 面积量：O(h²)

• 体积量：O(h³)

除以面积后

将平衡方程除以面积：

• 面积项：O(1)

• 体积项：O(h³/h²) = O(h)

当 h → 0 时，

体积项相对于面积项趋于零

物理意义

在一点的局部尺度上，

表面力主导平衡，

体积力是高阶小量。

这就是应力状态

由表面力决定的原因。
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1.3 柯西应力定理

柯西引理结论与物理意义

t(-n) = -t(n)

物理意义

• 作用与反作用：柯西引理是牛顿第三定律在连续介质中的体现。截面两侧的物质相互作用，作用力大小相等、方向相反

。

• 定向截面的重要性：面力矢量依赖于截面的定向（外法向）。同一个几何平面，如果取相反的法向，面力方向也相反。

• 应力状态的对称性：柯西引理为后续证明应力张量的对称性奠定了基础（角动量平衡将给出更严格的对称性条件）。

第1章张量分析的物理与几何基础
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1.3 柯西应力定理

柯西四面体：构造与投影面积

在点 P 附近取一个四面体微元：三个面分别垂直于坐标轴，第四个斜面具有任意法向 n。

斜面面积为ΔS，三个坐标面的面积可以通过投影关系得到。

投影面积关系

几何关系

斜面ΔS 在坐标面上的投影，

就是对应坐标面的面积：

ΔS₁ = n₁ΔS

ΔS₂ = n₂ΔS

ΔS₃ = n₃ΔS

为什么重要？

投影面积关系把斜面面积

和三个坐标面面积联系起来，

这是建立斜面面力与坐标面

面力之间关系的关键一步。
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1.3 柯西应力定理

柯西四面体与投影面积
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1.3 柯西应力定理

四面体的线动量平衡

对四面体微元应用牛顿第二定律：所有表面力的合力 + 体积力 = 质量×加速度

平衡方程

t(n) ΔS -t(e₁) n₁ΔS -t(e₂) n₂ΔS -t(e₃) n₃ΔS + ρ b ΔV = ρ a ΔV

各项说明

• t(n) ΔS：斜面上的面力合力（外法向n，正方向）

• -t(ej) njΔS：三个坐标面上的面力合力（外法向指向负方向，所以有负号）

• ρ b ΔV：体积力（重力等）

• ρ a ΔV：惯性力（质量乘以加速度）

第1章张量分析的物理与几何基础
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1.3 柯西应力定理

极限过程：体积项为何消失

将平衡方程两边除以斜面面积ΔS，然后令四面体特征尺寸 h → 0。

除以面积后的方程

t(n) -n₁ t(e₁) -n₂ t(e₂) -n₃ t(e₃) + ρ b (ΔV/ΔS) = ρ a (ΔV/ΔS)

量级分析

面积项：O(1)

体积/面积：ΔV/ΔS = O(h)

当h → 0 时，体积项趋于零

极限结果：

t(n) = n₁ t(e₁) + n₂ t(e₂) + n₃ t(e₃)

这就是柯西应力公式！

第1章张量分析的物理与几何基础
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1.3 柯西应力定理

柯西公式：推导结果与意义

t(n) = n₁ t(e₁) + n₂ t(e₂) + n₃ t(e₃)

核心意义

• 从无穷到有限：一点有无穷多个截面，但只需要知道三个坐标面上的面力矢量，就能确定任意截面上的面力。

• 线性关系：面力矢量 t(n) 与法向矢量 n 之间是线性关系，这就是应力张量的物理本质。

• 九个分量：三个坐标面，每个面有三个面力分量，总共九个独立的应力分量。

• 普适性：这个结论不依赖于具体的材料性质，只依赖于平衡原理，是连续介质力学的基本定理。

第1章张量分析的物理与几何基础
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1.3 柯西应力定理

物理映射：从法向量到面力矢量

输入

截面法向量

n = (n₁, n₂, n₃)

3个分量

无穷多种可能

（所有单位向量）

应力张量σ

线性映射算子

9个分量

3×3 矩阵

一点的固有属性

（与截面无关）

输出

面力矢量

t = (t₁, t₂, t₃)

3个分量

由输入和张量

共同决定

核心思想：应力张量不是九个互不相关的数，而是一个线性算子。

它接受一个法向量作为输入，输出对应的面力矢量。这就是二阶张量的物理意义。

第1章张量分析的物理与几何基础
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课堂互动

思考：为什么9个数能描述无穷多截面？

问题：一点有无穷多个不同方向的截面，每个截面都有不同的面力矢量。

为什么只需要9个应力分量，就能完全描述所有截面的面力？

请从以下角度思考

数学角度

线性映射的自由度是多少？

三维空间中，从一个矢量到另一个矢量

的线性变换有几个独立参数？

物理角度

平衡原理施加了什么约束？

为什么不同截面的面力不能各自独立？

几何角度

任意向量如何用基向量表示？

这与应力张量有什么关系？

第1章张量分析的物理与几何基础
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1.3 柯西应力定理

应力分量与双下标约定

三个坐标面上的面力矢量各有三个分量，总共九个应力分量，记为 σji。

双下标的含义是理解应力张量的关键。

本书约定：输出—输入规则

第二下标 j = 输入

表示截面的法向方向，

即应力分量所在的截面。

j = 1 → 垂直于 x₁轴的面

j = 2 → 垂直于 x₂轴的面

j = 3 → 垂直于 x₃轴的面

第一下标 i = 输出

表示面力分量的方向，

即应力分量指向哪个坐标轴。

i = 1 → x₁方向分量

i = 2 → x₂方向分量

i = 3 → x₃方向分量

记忆口诀：先找截面（第二下标），再看方向（第一下标）
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1.3 柯西应力定理

应力立方体与九个分量
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1.3 柯西应力定理

读图规则：两步识别应力分量

第一步：找截面

看第二下标 j：

• j = 1 → x₁面

• j = 2 → x₂面

• j = 3 → x₃面

确定应力分量在哪个截面上。

第二步：看方向

看第一下标 i：

• i = 1 → x₁方向

• i = 2 → x₂方向

• i = 3 → x₃方向

确定应力分量指向哪个方向。

实例练习

σ₂₃：第二下标是3 → 在x₃面上；第一下标是2 → 沿x₂方向。

所以σ₂₃是 x₃截面上的面力矢量在 x₂方向的分量（剪应力）。

第1章张量分析的物理与几何基础
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1.3 柯西应力定理

文献约定差异：两种下标体系

不同教材和文献中，应力分量的下标约定可能不同。阅读时需注意区分。

本课程约定（输出—输入）

ti = σjin ⱼ

• 第一下标 i：面力方向（输出）

• 第二下标 j：截面法向（输入）

• 矩阵第 j 列 = j 截面的面力

• 行对应力方向，列对应截面

• 与矢量列向量表示一致

另一种常见约定

tj = σjin ᵢ

• 第一下标 i：截面法向

• 第二下标 j：面力方向

• 矩阵第 i 行 = i 截面的面力

• 行对应截面，列对应力方向

• 常见于部分固体力学教材

注意：两种约定给出的矩阵互为转置。阅读文献时务必先确认作者的下标约定。
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1.3 柯西应力定理

柯西应力公式：指标形式与矩阵形式

指标形式（爱因斯坦求和约定）

ti(n) = σjin ⱼ

矩阵形式

[t₁] [σ₁₁σ₁₂σ₁₃] [n₁]

[t₂] = [σ₂₁σ₂₂σ₂₃] [n₂]

[t₃] [σ₃₁σ₃₂σ₃₃] [n₃]

简洁记法：t(n) = σ · n 或 t = σ n （矢量与张量的点积）
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1.3 柯西应力定理

概念辨析：三个层次的物理量

面力矢量 t(n)

是什么：矢量

分量数：3个

依赖什么：依赖于截面方向n

描述什么：特定截面上单位面积的作

用力

量纲：力/面积 (Pa)

注意：不是一点的固有属性，而是特

定截面的属性

应力张量σ

是什么：二阶张量（线性算子）

分量数：9个

依赖什么：与截面无关，是一点的固

有属性

描述什么：一点的完整受力状态

量纲：力/面积 (Pa)

注意：是从法向量到面力矢量的映射

应力分量 σji

是什么：标量（一个数）

分量数：1个

依赖什么：依赖于坐标系选择

描述什么：特定截面、特定方向的应

力值

量纲：力/面积 (Pa)

注意：是张量在特定坐标系下的分量

表示

第1章张量分析的物理与几何基础
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1.3 柯西应力定理

二阶张量：从矢量到矢量的线性映射

应力张量不是九个孤立的数，而是一个线性算子。

它接受一个矢量（截面法向）作为输入，输出另一个矢量（面力）。

线性映射的两个基本性质

可加性

σ (n₁ + n₂) = σ n₁ + σ n₂

两个法向量之和对应的面力，

等于两个法向量分别对应

面力的矢量和。

齐次性

σ (α n) = α (σ n)

法向量缩放α 倍，

对应的面力矢量也缩放α 倍。

（注意：n 是单位向量，

这是抽象线性性质）

推广：所有二阶张量本质上都是从矢量到矢量的线性映射，这是张量的统一定义。
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1.3 柯西应力定理

面力的法向与切向分解

面力矢量 t(n) 可以分解为沿截面法向的分量（正应力）和沿截面切向的分量（剪应力）。

分解公式

法向应力（正应力）

σn = t(n) · n

= n · σ · n

= ni σji n ⱼ

拉应力为正，压应力为负

方向：沿截面法向

切向应力（剪应力）

𝜏 𝑛 = 𝑡 𝑛 − 𝜎𝑛 𝑛

大小： 𝜏 = 𝑡 2 − 𝜎𝑛
2

方向：在截面平面内

与材料的剪切变形和

塑性流动密切相关

第1章张量分析的物理与几何基础
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1.3 柯西应力定理

应力张量何时对称

在经典连续介质力学中，应力张量通常是对称的，即 σji= σij。

但这不是张量的固有性质，而是由角动量平衡（动量矩平衡）导出的结果。

对称的条件

对称的情况

• 无体积力偶（无分布力矩）

• 微元体角动量平衡

• 经典连续介质力学

• 独立分量：6个（不是9个）

σ₁₂=σ₂₁, σ₁₃=σ₃₁, σ₂₃=σ₃₂

可能不对称的情况

• 存在分布力偶（偶应力）

• 微极弹性理论

• 具有自旋的颗粒介质

• 独立分量：9个

（本课程不讨论）

本课程约定：除非特别说明，默认应力张量是对称的，只有6个独立分量。
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工程例题 1-3

机翼根部截面的应力分析

工程背景：某型飞机机翼根部截面，已知应力张量分量。

需要计算某一斜截面上的面力、正应力和剪应力，评估结构安全性。

已知条件

应力张量（单位：MPa ）：

σ₁₁ = 200, σ₁₂ = 50, σ₁₃ = 0

σ₂₁ = 50, σ₂₂ = -50, σ₂₃ = 0

σ₃₁ = 0, σ₃₂ = 0, σ₃₃ = 0

斜面法向：n = (0.6, 0.8, 0)

待求

1. 斜截面上的面力矢量 t

2. 法向应力σn

3. 剪应力大小|τ|

第1章张量分析的物理与几何基础
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数字赋能 01 -B

计算实践：单向拉伸的截面应力

用 Python/NumPy 计算单向拉伸状态下，不同角度截面上的正应力和剪应力。

核心代码

import numpy as np

# 单向拉伸应力张量 (MPa)

sigma = np.array([[100, 0, 0],

[0, 0, 0],

[0, 0, 0]])

# 斜面法向（与x轴成30度）

theta = np.radians(30)

n = np.array([np.cos(theta), np.sin(theta), 0])

# 柯西应力公式：t = sigma · n

t = sigma @ n

sigma_n = np.dot(n, t) # 正应力

tau = np.sqrt(np.dot(t, t) -sigma_n**2) # 剪应力

第1章张量分析的物理与几何基础
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数字赋能 01 -B

计算结果与物理图像

θ = 30°时的计算结果

面力矢量 t = (86.6, 0, 0) MPa

正应力σn = 75.0 MPa | 剪应力|τ| = 43.3 MPa

物理图像：应力随角度的变化

• θ = 0°（横截面）：正应力最大（100 MPa ），剪应力为零

• θ = 45°：正应力为50 MPa ，剪应力达到最大值（50 MPa ）

• θ = 90°（纵截面）：正应力为零，剪应力为零

• 工程意义：延性材料的屈服通常发生在剪应力最大的45°截面上

第1章张量分析的物理与几何基础
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数字赋能 01 -C

通用截面应力分析函数

将截面应力分析封装为通用函数，输入应力张量和法向量，输出面力、正应力和剪应力。

函数定义

def stress_on_plane(sigma, n):

"""计算指定截面上的应力

参数: sigma (3x3应力张量), n (截面单位法向量)

返回: t (面力矢量), sigma_n (正应力), tau (剪应力)

"""

n = n / np.linalg.norm(n) # 单位化

t = sigma @ n # 柯西公式

sigma_n = np.dot(n, t) # 正应力

tau = np.sqrt(np.dot(t, t) -sigma_n**2) # 剪应力

return t, sigma_n, tau

第1章张量分析的物理与几何基础
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数字赋能 01 -C

验证测试：坐标面的特殊情况

用坐标面（n = e₁, e₂, e₃）测试函数，验证结果是否与应力矩阵的列一致。

测试代码与预期结果

# 测试x1面 (n = [1, 0, 0])

n1 = np.array([1, 0, 0])

t1, s1, tau1 = stress_on_plane(sigma, n1)

print("x1面面力:", t1)

# 预期: [sigma[0,0], sigma[1,0], sigma[2,0]]

# 测试x2面 (n = [0, 1, 0])

n2 = np.array([0, 1, 0])

t2, s2, tau2 = stress_on_plane(sigma, n2)

print("x2面面力:", t2)

# 预期: [sigma[0,1], sigma[1,1], sigma[2,1]]

为什么要做验证？

• 验证代码的正确性

• 建立对理论的信心

• 理解矩阵列的物理意义

• 培养科学计算的验证习惯

• 边界情况测试是基本素养

第1章张量分析的物理与几何基础
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课堂互动

代码结果预测：剪应力最大值在哪里？

问题：对于单向拉伸应力状态（σ₁₁ = 100 MPa，其余为零），

在哪个角度的截面上，剪应力达到最大值？最大值是多少？

请先预测，再用代码验证

A. 0°截面

剪应力最大

最大值 = 100 MPa

（横截面上）

B. 45°截面

剪应力最大

最大值 = 50 MPa

（斜截面上）

C. 90°截面

剪应力最大

最大值 = 0 MPa

（纵截面上）

第1章张量分析的物理与几何基础
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数字赋能的教学意义

从抽象到具体

把抽象的张量公式

变成可执行的代码，

让学生通过计算

直观感受物理规律。

从验证到探索

先用代码验证理论，

再用代码探索新问题，

培养主动探究的

学习习惯。

从理论到工程

建立计算思维，

为后续有限元、CFD

等工程计算

打下基础。

课程思政融入：

张量分析是连续介质力学的数学基础，而计算力学是现代工程设计的核心工具。

掌握张量分析与数值计算，是航空航天、装备制造等国家重大工程领域人才的必备能力。

扎实的数理基础 + 熟练的计算技能 = 解决复杂工程问题的底气。

第1章张量分析的物理与几何基础
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形成性评价 1

概念判断：下列说法是否正确？

1.应力张量是九个互不相关的数，排成一个矩阵只是为了方便。

2.面力矢量 t(n) 是一点的固有属性，与截面方向无关。

3.连续介质假设要求分子尺度远小于问题的特征尺度。

评价目的：检查学生是否建立了正确的张量概念，能否区分张量与其分量表示。

对应教学目标：理解应力张量作为线性映射的物理本质。

第1章张量分析的物理与几何基础
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形成性评价 2

分量识别：σ₂₃表示什么？

问题：按照本书的"输出—输入"约定，应力分量σ₂₃表示什么？

A.x₂截面上的面力

在 x₃方向的分量

（第一下标 = 截面）

B.x₃截面上的面力

在 x₂方向的分量

（第二下标 = 截面）

进一步思考：

如果应力张量是对称的（σji= σij），那么σ₂₃和σ₃₂有什么关系？

这是否意味着两种下标约定在对称情况下结果相同？为什么？

第1章张量分析的物理与几何基础
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形成性评价 3

推导补全：柯西四面体的关键步骤

问题：在柯西四面体推导中，为什么体积力项在极限下可以忽略？请选择最准确的解释。

A.因为体积力（如重力）在连续介质中不重要，主要受力是表面力。

B.因为体积与面积的量级不同，当特征尺寸趋于零时，体积项相对于面积项是高阶小量。

C.因为我们假设了静态平衡，所以加速度为零，体积力自然消失。

第1章张量分析的物理与几何基础
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形成性评价 4

工程情境：低碳钢拉伸屈服分析

情境：一根低碳钢圆棒受单向拉伸，当拉应力达到屈服强度σ_s 时发生屈服。

实验观察到，屈服面与轴线约成45°角。请用本章知识解释这一现象。

分析思路提示

第一步

写出单向拉伸的

应力张量矩阵

（只有σ₁₁非零）

第二步

计算不同角度截面的

正应力和剪应力

（用柯西公式）

第三步

找到剪应力最大的

截面角度

（45°截面）

第1章张量分析的物理与几何基础
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易错点回顾：最容易混淆的5个问题

1. 应力张量 vs 应力分量：张量是几何实体（线性映射），分量是张量在特定坐标系下的表示。

2. 面力 vs 应力：面力是特定截面的属性（依赖n），应力张量是一点的固有属性（与截面无关）。

3. 双下标的顺序：本书约定"输出—输入"（i=面力方向，j=截面法向），不同文献可能不同。

4. 体积项消失的原因：是量级分析（h→0时体积/面积→0），不是因为体积力不重要。

5. RVE的含义：代表性体积元是物理概念（尺度分离），不是数学上的"无穷小点"。

第1章张量分析的物理与几何基础
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本章核心概念回顾

连续介质假设

尺度分离：ℓmicro ℓ ℓ ℓ L

代表性体积元（RVE ）

局部平均密度

三个尺度区间

柯西面力矢量

截面法：t(n) = lim(ΔF/ΔS)

依赖于截面法向 n

体积力 vs 表面力

量级分析：面积项O(h²)

柯西应力定理

柯西引理：t(-n) = -t(n)

四面体推导

线性关系：t(n) = σ · n

9个应力分量

二阶张量的本质

线性映射：矢量→ 矢量

双下标约定：输出—输入

正应力 vs 剪应力

对称性（角动量平衡）
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本章关键公式回顾

柯西应力公式：ti(n) = σᵢⱼ n ⱼ（指标形式，爱因斯坦求和约定）

物理意义：面力矢量是应力张量作用在法向量上的结果。

柯西引理：t(-n) = -t(n)

物理意义：截面两侧的作用力大小相等、方向相反（牛顿第三定律）。

正应力：σ_n = n · t = nᵢ σji n ⱼ

物理意义：面力矢量在截面法向上的投影，导致拉伸或压缩变形。

剪应力： 𝜏 = 𝑡 2 − 𝜎𝑛
2

物理意义：面力矢量在截面切向上的分量，导致剪切变形。
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本章能力目标回顾

1. 概念理解：能解释连续介质假设的尺度分离条件，说明RVE 的物理含义。

2. 数学表达：能写出柯西应力公式，说明每个符号的物理意义和下标约定。

3. 推导能力：能叙述柯西四面体推导的思路，解释体积项消失的量级分析。

4. 工程应用：能根据应力张量和截面法向计算面力、正应力和剪应力。

5. 计算实践：能用Python/NumPy 实现应力分析，验证理论结果。
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本章核心物理图像

尺度分离

微观涨落→ 连续介质平台→ 宏观非均匀

RVE 是物理概念，

不是数学极限点

截面法

假想截面→ 面力矢量

面力依赖于截面方向，

是定向面积上的作用力

线性映射

法向量→ 应力张量→ 面力矢量

9个分量描述

无穷多截面的受力状态

量级分析

面积O(h²) vs 体积 O(h³)

局部尺度上，

表面力主导平衡
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课后任务

课后任务

• 概念辨析：用自己的话解释"为什么应力张量是二阶张量"，并举一个工程例子。

• 公式推导：独立推导柯西应力公式，写出每一步的物理依据。

• 计算练习：给定应力张量，计算3个不同截面上的正应力和剪应力。

• 编程实践：用Python 实现通用截面应力分析函数，并用3个测试用例验证。

第1章张量分析的物理与几何基础
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第1章结束

张量分析的物理与几何基础
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  𝜏  ( n ) =   t  ( n ) −   𝜎 n   n
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